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JUN 2000.

1. Neka je f(z) = S;%Arctg z

a) Ispitati karakter svih singulariteta funkcije f.

b) Naéi prvih nekoliko ¢lanova razvoja funkcije f u okolini tacke zp = 0 i naéi rezidijum u toj
tacki.

. < P

2. Neka je F(p) = /0 e l)zdx

a) Naéi oblast gde je ova funkcija analiticka.

b) Naéi potpuno analiticko produzenje funkcije F. Na kom skupu je definisano?
3. Neka je P(z) = 27 + 52° — 222 4+ z — 1. Odrediti broj nula polinoma P na skupu:

a) |z| <2

b) Re(z) <0NIm(z) >0
4. (CD) Neka je Q = {z | Re(z) > 0} i neka je f(z) = thz. Dokazati da je f(Q2) =
4. (AB) Neka je f analiticka funkcija na otvorenom jediniénom krugu K(0,1) takva da je

FEI <1 Jol <1

a) Ako je f(0) = 0, pokazati da funkcija g(z) = M, 0 < |z| < 1, ima otklonjiv (prividan)
z

singularitet u tacki z = 0.

b) Pokazati da je |f(2)] < |z|, |z| < 1.
c) Ako postoji 0 # wp € K(0,1) sa osobinom da je |f(wo)| = |wo|, tada postoji realan broj ¢ sa
osobinom f(z) = z - €'?, |z] <1

d) Ako umesto uslova f(0) = vaii f(2z0) =0, za neko 0 # zg € K(0,1), pokazati da je tada

zZ— 20
< |— < 1.
O e P
JUL 2000.
1. Neka je funkcija f(z) definisana pomoc¢u funkcionalnog reda f(z) = i 41 Odred
. J y p 2 = P (n? + 22)(n2 + 4)
iti oblast analiticnosti, kao i eksplicitni oblik funkcije f(z).
1-+v1 2
2. Ispitati karakter svih singularnih tacaka funkcije f(z) = TSZZArcth z, a zatim izracunati
f(z)dz.
|z[=m/4

3. Odrediti analiticku funkciju f(z), ako je njen imaginarni deo dat sa

v(x,y)=y<(x_2;2+y2 - (x—1;2+92>

4. (AB) Neka je f analiticka funkcija na zatvorenom krugu K(0,1) = {z| |z| < 1} oblika f(z) =
> apz"
n=0
i neka f bijektivno preslikava K (0, 1) na skup G ¢ija je povrsina jednaka P = m(QG).
a) Pokazati da je P = // |f'(2)2dx dy
x2+y2<1
b) Prelaskom na polarne koordinate pokazati da je P =7 > nla,|*.

n=1
4. (CD) Dokazati pomo¢u Ruseove teoreme da jednacina cos z = e ima beskonatno mnogo resenja.



SEPTEMBAR 2000.
1—+v1
1.(35) Dato je preslikavanje F'(z) = #Arctg z
z
a) Odrediti karakter svih singulariteta za F'(z).
b) Nacdi nekoliko ¢lanova razvoja Loranovog reda funkcije F'(z) u okolini nule za sve grane ovog
preslikavanja.

¢) Ako je f(z) ona grana preslikavanja F(z) za koju je je tacka 0 pol drugog reda naéi / f(z)dz
|z|<2/3

oo St
2. (25) Neka je f(z) = / tZCOb dt. Odrediti oblast analiticnosti funkcije f i na¢i njeno potpuno
0

(t—0)

. 22 +22-1
3. (20) Neka je f(z) = Rl vt
Dokazati da je f(Q) = {z‘ |z] < 1}.
4. (20) Neka je f(z) = 25 + 2% + 1023 + 222 + 92 + 5. Odrediti broj nula u
a) |z| <2
b) prvom kvadrantu.

analiticko produzenje.

i neka je @ = {z| |2| <1, Rez > 0}.

OKTOBAR 2000.

rsinx

1. a) Nadi vrednost integrala f(a) = / dz gde je a > 0.
0

1+a2?2—2acosz

(Uputstvo: Integraliti funkciju g(z) = Py duz pravougaonika [Re z| < 7,0 < Im z < M, gde
M — +00.)

b) Analiticki produziti funkciju f sa (0,00) na najveéu moguéu oblast.

2. Funkcijom f(z) = cosz preslikati oblast = {z € Cla < Rez < b, ¢ < Im z < d} gde je
0<a<b<g,ac>0.

3. Dokazati da bez obzira koliko veliko R izabrali, za dovoljno veliko n sve nule funkcije f,(z) =

z
1+ z+ ...+ — leze unutar oblasti |z| > R.
n!

2
z—1 z
4. Izracunati / ( ) ez-1dz.
z
|z—1|=2



OKTOBAR II 2000.

1. Neka je K, kvadrat ¢ija su temena u tackama +(n+ 1) +i(n+3), neN.
a) Pokazati da je |sin?(7(x + iy))| = sin®(wz) + sh®(7y), za 2 = x + iy € K,,.
b) Pokazati da je

1 1

|sin(7z)| > ieﬁly‘, zax+iy € Ky, |z =n+ 3

. 1 ﬂ-(n_;’_l) . 1

|sm(7rz)|216 2, zam+zy€Kn,|y|:n+§.
c¢) Ako je f cela funkcija. Pokazati da je tada:

FE s
sin(mz) 2 Z f(k), n €N.

K, k==

d) Ako f jos zadovoljava uslov |zf(z)| < Me®¥l za svako z = z +iy € C, 0 < a < 7 i za neku
konstantu M > 0, pokazati da je tada

Jﬂ(ZkWWO=

k=—n
1
2. Odrediti oblast u kojoj je integralom g(p) = /

-1

Nadi oblast analiti¢nosti funkcije g, kao i njeno potpuno analiticko produzenje G.
/22 _ A

———— Arcthz i izracunati f(z)dz.
sin 224

(1+2)'7P(1 — )P
1+ 22

dx definisana analiticka funkcija.

3. Ispitati singularitete funkcije f(z) =
|z]=0.2
4. Odrediti broj nula polinoma f(z) = 426 — 82° + 524 + 223 4+ 522 — 42 + 1 u svakom kvadrantu.
NOVEMBAR 2000.

1. Neka je
zcosz

(22 =22+ 10)(22+ 1)
a) Razviti f(z) u Loranov red u prstenu 1 < |z| < v/10.
b) Resiti integral / f(z)dx.

— 00

flz) =

2. Nadi broj nula polinoma 2" + agz? + a1z + as u |z| < 1 ako je |ag| > |a1| + |az| + 1.
3. Dati su funkcije definisane stepenim redovima:

=27 pe=ime S E
n=1 n=1

n

Nagéi oblasti definisanosti ove dve funkcije i dokazati da se one medjusobno produzuju.
1 *d
4. Resiti integral 2 u, gde je C putanja data na slici.

T Jo COS z




DECEMBAR 2000.
) cos z
1. Neka Je f(Z) = m
a) Izracunati koeficijente Loranovog reda po definiciji za funkciju f(z) u okolini tacke z = 1.

b) Izracunati f(z)dz.
[z—1|<1

™
2. Konstruisati preslikavanje w = f(2) koje konformno preslikava oblast |z| < 1, 0 < argz < — na
n

poluravan I'm(w) > 0.
3.Ako je f(z) regularna funkcija u oblasti O, a u tacki a € O funkcija i svi njeni izvoodi su jednaki

nuli, tada je f(z) =0 za sve z € O. Dokazati.

> cosax
4. Kompleksnom integracijom izrac¢unati integral / m, gde je a,b > 0.
0

JANUAR 2001.

1. Pokazati da je funkcija F'(z), definisana nesvojstvenim integralom F(z) = / e_t2+22tdt, anal-
— 00
iticka u celoj kompleksnoj ravni i naé¢i njen analiticki izraz.
zdz

2. Izracunati: _
2|=5 (1 —cos z)sinz

/52— ;3

5 Arcthz i razviti je u red u okolini tacke

3. Ispitati karakter singulariteta funkcije F(z) =
z=0.

4. Odrediti broj nula polinoma 27 + 225 — 24 + 323 — 222 + 2 — 1

a) u drugom i tre¢em kvadrantu

b) u prstenu < |z| < 2

sin® 22

FEBRUAR 2001.

. oo coszx
1. NekaJeF(z)—/O L
a) Da li je funkcija F' definisana za z = iy, gde je y realan broj?
b) Naéi skup S na kom je funkcija F' definisana.
c) Naéi ekspilicitan oblik funkcije F'(z) dok z € S.
2. Primenom Ruseove teoreme dokazati osnovni stav algebre. (Polinom n-tog reda ima n kompleksnih

nula.) ,
2z —z—4

3. Funkcijom f(z) = —5— preslikati oblast Q = {|z — 2| < 2}.
—z
- 1
4. Odrediti oblast regularnosti funkcije ngzl m i njen analiticki izraz.



MART 2001.
< 22 — v? sin(ax)

72 + b2

1. Kompleksnom integracijom izracunati integral: / dx, za a,b> 0.
0

N ——
sin(2z4)

3. Funkcijom w = tg24lz preslikati oblast @ = {z € C: 0 < Rez < a}.
a

N

. Ispitati singularitete funkcije: w = Arcthz i izra¢unati integral / w(z)dz.

|z|=0,2

2n

oo
z
4. Nadi oblast analiti¢nosti i na¢i analiticko produzenje funkcije definisane redom Z ——  u §to
= n(n+ 1)

Siru oblast.

MART II 2001.

o0 o0
1. Nadi / cos®t dt i / sin?t dt integraleé¢i funkciju e~*" duz ruba oblasti {z:]2] < RAO <
0 0

arg z < w/4}.
PR

2. Ispitati singularitete funkcije w = Arctgz 1 izracunati integral / w(z)dz.

sin z4 12|=0,5
. 2miz .
3. Funkcijom w = exp(72) preslikati oblast Q = {z € C: |z]| <2 A |z — 1| > 1}.
5
o] tzfl
4. Nadi oblast analiti¢nosti i naé¢i potpuno analiticko produzenje funkcije f(z) = / 2T
APRIL 2001.

> sintz

1. Neka je G(z) = / dt.
0 sht
a) pokazati da je G analitiska na D = {z : [Imz| < 1}.

b) Integraledi
) Integra eCl/Cshw

dwza0<a< % naéi G(a), gde je C kontura data na slici:

-rirr

R - P [¥)

c¢) Pokazati da je H(z) = gth% analiticko produzenje funkcije G(Z) i odrediti oblast produZenja.

1+vV1—22
2. Ispitati karakter singularnih tacaka funkcije F'(z) = %Arcthz i izracunati / f(z)dz
—Ccos z -
|z|=0,5

gde je f(z) ona grana funkcije F(z) za koju je z = 0 pol drugog reda.
3.Nadi analiticku funkciju f(z) = u+iv ako se zna da je Imf(z) = v(g), f) =71 f(-1) =n(1+39).
Y

4. Integraledi funkciju % e po konturi:
1+ 26

-R - R

T

T

oo
gde je —m < argz < m, izracunati /
0



MAJ 2001.

VP a—
1. Neka je f(2) = %Arctg z. Ispitati karaktere svih singularnih tacaka i razviti je u Loranov
sin z
red u okolini tacke z = 0.

T(14+2 )™ t
2. IzraCunati / (L+2cost)" cosn
0 1—a—2acost

dt, gde je —1 <a < %

1 1
3. Izrac¢unati / —exp(——)dz
|z|=2 z 1—=2

-1 n—1
4. Neka je f(z) = Zn((Qn)—l)Z% Odrediti oblast analiti¢cnost funkcije f(z), njeno potpuno
1=1

analiticko produzenje F'(z) i oblast analiti¢nosti funkcije F'(z).

JUN 2001.

2
1. Odrediti oblast koja se preslikavanjem w = zi preslikava na oblast @ = {fw € C: 1 < |w| < 2}.

2. Odrediti broj nula polinoma p(z) = 25 + 24 + 4z +822+15
a) u krugu |z] < 1
b) u prvom i ¢etvrtom kvadrantu.
°°  cost
3. Neka j = ———dt
cka je f(2) /0 t#(t2 4+ 1)
a) Dokazati da je f analiticka na skupu {z : =2 < Re z < 1}.

b) Pomocéu /

e

o w(w? +1)
gde je C kontura data slikom

dw, 0 < a <1, odrediti potpuno analiticko produzenje funkcije f(z),

7] I R
L o . " zsinz
4. (CD) Ispitati karakter svih singulariteta funkcije f(z) = —s——;Arcth 2 i razviti u red u okolini
28 — 24

jednog od njih.
4. (AB) Neka je f meromorfna funkcija u C, neka je P skup svih polova funkcije f i neka postoji
rastudi niz realnih brojeva {r,}nen da je lim 7, = oo sa osobinom
n—oo

() |frne€)| <M, neN,teR.

Neka je K, pozitivno orjentisana centralna kruznica polupreénika 7, i neka je w € C\ P.

d
a) Pokazati da je lim J;<Z) 22
n—oo z —w
K’Vl

=0, i na osnovu toga dokazati jednakost:

fw) — f(—w) = —2w Z Res(%,a).

acP

b) Ako je r, = nm, pokazati da funkcija f(z) = tg z zadovoljava uslov ().
(UPUTSTVO: Koristiti da za svako a > 0 postoji konstanta A > 0 da ako je [Imz| > a, onda je
|1+ €2 > A)

oo

c) Pokazati da je tg w = Z

2w —(@nt DI



JUL 2001.

1‘2 cos ax

1. IzraCunati ——————dx, gde je a > 0.
/0 @2+ 1)(a2 +2) " 8

1+v1—22

2. Ispitati karakter svih singulariteta F(z) = Gt )
23(z

od njih.

Arcth z i razviti u je red u okolini jedng

oo _1 k
3. Neka je f(z) = Z ?Ek+)123k. Naéi oblast definisanosti funkcije f, njeno potpuno analiticko
k=0
produzenje F(z), kao i oblast analiti¢nosti funkcije F'(z).
4. Odrediti broj nula polinoma P(z) = 26 — 25 4+ 62% — 52% + 822 — 42 + 1 po kvadrantima.

AVGUST 2001.
1. Naéi analiticku funkciju f(z) ako je njen realni deo
u(z,y) = 2> — 3wy* + e” cosy + wsinx chy — ycos x shy

ver /Zzw f(2)dz.

2. Ispitati singularitete funkcije f(z) = 1 5 Arcthz 1 resiti integral
—cosz

2
u okolini nule.

3. Razviti funkcije f(z) = .25
sin

z

4. Dat je polinom P(z) = 28 4+ 27 — 524 + 202 + 2 + 4
a) Odrediti broj nula na skupu {z: 1 < |z] < 3}.
b) Dokazati da polinom nema realnih pozitivnih nula.

¢) Odrediti broj nula u prvom kvadrantu.

Z2n

o0
5. Nadi oblast analiti¢nosti i potpuno analiticko produzenje funkcije Z ﬁ
n(n

n=1

SEPTEMBAR 2001.

422 — 24

_1
m e("r’Z) Arctg z.

1. (20) Ispitati karakter svih singulariteta funkcije f(z) =

z
2. (20) Izrac ti _—
(20) Toracunati /2_5 sin z(1 — cos z)

1

3. (20) Neka je f(z) :/ t*(1 —t)*dt.

)
0
a) (20) Odrediti oblast analiti¢nosti funkcije f(z).
b) (20) Nadi njeno potpuno analiticko produzenje F(z).
2?2 +1
4. (CD) (20) Izracunati —_
(CD) ( )zracunal/o o
4. (AB) (20) Neka je  otvorena oblast koja sadrzi K(0,1), neka je f € A(Q) i neka za |z| = 1 vazi
da je |f(z)| < 1. Pokazati da postoji jedinstveno zo da je |z0] < 11 f(20) = 20.

dz.



OKTOBAR 2001.

1. Nagi /°° fﬂ&dm/“’ _wsinr
o 2 =22 410 oo T2 — 22410

2. Naéi/ sin i dz.
|z—1]=2 1—-2

3. Neka je f(z) = / mdm. Dokazati da je f analiticka na skupu = {z : Rez # 0} i nadi
0 X z
njeno potpuno analiticko produzenje u analiticko obliku.

4.(AB) Dokazati da ako je f(z) analiticka funkcija za 2| < 11 f(0) = 01 |f(2)] < 1, tada svuda
unutar kruga |z| < 1 vazi |f(z)] < |z|.

Ako postoji tacka zp da je 0 < |20] < 11 |f(20)| = |20] onda je f(z) = 'z za |2 < 1.

2, —
4.(CD) Preslikati oblast Q = {z : |z| < 1,Imz > 0} funkcijom f(z) = 2': z;

2

OKTOBAR II 2001.

422 — 24

1. (20) Neka je f(z) = oo )"

Ispitati karakter svih singulariteta funkcije f i odrediti

parametar k tako da f u nuli ima pol prvog reda. Za takvo k resiti integral / f(z)dz.
|z]=1

2. (20) Reéiti/ Z COS dz.
|z—1|=2 -
oo 2
3. (40) Neka je f(z) = n; (71217%)2 Dokazati da je f analiticka na oblasti ! = {z : Rez # 0} i

na¢i njeno potpuno analiticko produzenje i analitickom obliku.
4. Dat je polinom p(x) = 2% + 1520 + 25 + 224 + 423 + 22 + 32 + 3. Odrediti broj nula
a) (8) na skupu {z: |z| < 1}.
b) (12) u prvom i u éetvrtom kvadrantu.

NOVEMBAR 2001.
1-+v1
1. (25) Dato je preslikavanje F(z) = #Arctg z
z

a) Odrediti karakter svih singulariteta za F'(z).
b) Naéi nekoliko ¢lanova razvoja Loranovog reda funkcije F'(z) u okolini nule za sve grane ovog
preslikavanja.

0 1
2. (35) Neka je f(z) = /0 mdt. Odrediti oblast analiticnosti funkcije f i na¢i njeno potpuno

analiticko produzenje. ,
. 2t 4221
3. (20) Neka je f(z) = eI vt
Dokazati da je f(©2) = {z| |2 < 1}.
4. (20) Neka je f(z) = 2% 4+ 2% + 1023 + 222 + 92 + 5. Odrediti broj nula u
a) |z| <2
b) prvom kvadrantu.

i neka je @ = {z| |2| <1, Rez > 0}.



DECEMBAR 2001.

6 +sind .
1. Ako je funkcija u = u(p,d) = cosf+sml realni deo jedne analiticke funkcije f(z) (z = pe??),
p

odrediti f(z).

2. Dokazati da je / e~ cos 2bx dx =
0

Uputstvo: Integraliti funkciju f(z) = e~

" gde je b > 0.

z

’ po ivici pravougaonika |z| < R, 0 <y < b.
oo

3. Pokazati da je Gama-funkcija I'(z) = / e 't*71dt analiticka za Re z > 0.
0

4. Izracunati integral / S —

|2 :% e2miz _ |

1
5. Oblast {z: |z — 3| < 3,|z — 2| > 2,|z — 5| > 1} preslikati inverzijom f(z) = pt



